
 1 

CWB GFS 非靜力動力架構發展現況 

  
劉邦彥

1,4     
陳建河

2      
莊漢明

3    林沛練
4
 

中央氣象局科技研究中心
1    
中央氣象局資訊中心

2     
美國國家環境預測中心

3    
中央大學大氣物理研究所

4 

   

 

摘    要 

現行中央氣象局全球預報模式（CWB GFS）上線作業版本之水平解析度為T511，垂直

層數已達60層，未來解析度仍會持續提升。在如此高水平解析度之積分過程中，其動力架

構中非靜力之效應已慢慢顯見。有鑑於此，中央氣象局於2015年底便計畫針對CWB GFS之

動力架構進行升級至非靜力進行評估，以了解非靜力動力架構對於CWB GFS是否有提升的

功效。 

本文中所求得之控制方程式，滿足了角動量守恆、動量守恆、熱力守恆以及位勢能守

恆的過程，且參考美國國家環境預測中心中尺度區域波譜模式（NCEP MSM）之動力架構，

將控制方程中之氣壓與溫度場，利用擾動分離法分開計算非靜力與靜力效應之貢獻。同時

亦針對現行CWB GFS之動力架構進行評估，並探討如何以最少之修改幅度，將非靜力之動

力架構應用至現行作業系統上，一方面簡化發展過程之複雜度，另一方面則是減少編譯過

程所造成錯誤之機率。 

 

關鍵字：非靜力、擾動法 
 

一、前言 

中央氣象局全球模式現行作業化版本之水平解

析度為 T511，垂直層數已達到 60層，動力架構仍是

靜力模式，而就現行解析度來說，靜力之動力架構

在水平解析度達到 400個波以上時，已不那麼適當

(Daley 1988)，故非靜力模式之發展對於中央氣象局

全球模式而言，已是面臨是否投入發展的分水嶺

上。於 2015年底，中央氣象局決定針對全球模式動

力架構進行更新發展，藉由引進更先進的數值技術

以及非靜力動力架構的發展，進而提升本局全球模

式的預報能力。今年度便針對非靜力動力架構進行

發展評估，上半年主要工作為非靜力動力方程式之

推導，並針對現行全球模式之動力架構進行評估及

架構設計。 

依照未來規劃，現行中央氣象局區域波譜模式

（CWB RSM）之垂直座標將會由原先的 sigma座標

更改為與 CWB GFS相同的 sigma-p座標，並融入

CWB GFS中成為單一模式中的一環。依照上述規

畫，若 CWB GFS以及 CWB RSM之動力架構能一

致，當未來 CWB GFS供應邊界資料給 CWB RSM

時，勢必可減少資料轉換的複雜度與電腦資源消

耗。而就我們所了解，CWB RSM之動力架構與

NCEP MSM相似，因此在發展非靜力動力架構時，

便參考 NCEP MSM的非靜力動力架構（Juang 

2000），以擾動法將非靜力效應加入模式中。 

本文中，將對非靜力方程式之推導過程進行描

述，首先在第二章中，便會對於球面座標系統下之

原始方程式進行描述及定義。第三章便會依據能量

守恆的限制，將原始方程式中垂直梯度的部分改寫

為垂直分解式的形式。第四章則會解出垂直通量，

第五章便會應用擾動法改寫溫度與壓力之趨勢方程

式及所有動量方程式最終形式之改寫。 

二、控制方程式 

本章節主要為闡述淺層大氣非靜力系統之控制

方程式之構成，由過去 NCEP MSM中所得到之經

驗，雖其動力架構為非靜力，但其垂直座標仍以靜

力架構進行定義，可使模式能得到穩定的積分結

果。基於上述因素，便針對垂直座標轉換之靜力關

係進行定義： 

 
𝜕𝑝

𝜕𝑟
= −𝜌𝑔 (2.1) 

當中𝜌滿足靜力系統之狀態方程式： 

 
𝑝

𝑅𝑇
= 𝜌 =

�̅�

𝑅�̅�
 (2.2) 

上式中，𝑝及𝑇分別為氣壓及氣溫之完全場，而�̅�與�̅�則分

別為氣壓及氣溫之靜力部份之貢獻量，𝑅為理想氣體常數，
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𝜌為密度。模式中，其垂直座標之定義為sigma-p座標，其

氣壓之定義為𝑝𝑘 = 𝐴𝑘 + 𝐵𝑘𝑝𝑠。於是將靜力穩定之定義轉

換至sigma-p座標下，並將(2.2)式之關係帶入(2.1)式中，便

得到以下關係式： 

 
𝜕𝑝

𝜕𝜁
= −𝜌𝑔

𝜕𝑟

𝜕𝜁
= −

�̅�𝑔

𝑅�̅�

𝜕𝑟

𝜕𝜁
 (2.3) 

有了以上 sigma-p座標之靜力關係式後，便將通用垂

直座標轉換法進行改寫，垂直方向： 

(
𝜕

𝜕𝑟
)
𝜆,𝜇,𝑡

=
𝜕𝜁

𝜕𝑟
(

𝜕

𝜕𝜁
)
𝜆,𝜇,𝑡

= −
�̅�𝑔

𝑅�̅�

𝜕𝜁

𝜕𝑝
(

𝜕

𝜕𝜁
)
𝜆,𝜇,𝑡

 (2.4) 

水平方向： 

(
𝜕

𝜕Ψ
)

𝑟
= (

𝜕

𝜕Ψ
)

𝜁
− (

𝜕𝑟

𝜕Ψ
)

𝜁
(
𝜕𝜁

𝜕𝑟
) (

𝜕

𝜕𝜁
)
𝜆,𝜇,𝑡

 

= (
𝜕

𝜕Ψ
)

𝜁
+ (

𝜕𝑟

𝜕Ψ
)

𝜁

�̅�𝑔

𝑅�̅�

𝜕𝜁

𝜕𝑝
(

𝜕

𝜕𝜁
)
𝜆,𝜇,𝑡

 

(2.5) 

Ψ則可以是𝜆及𝜇的空間導數，或是時間 t導數。 

淺層大氣非靜力球面座標系統原始方程式之表

示式可由 Haltiner and Williams (1980)所撰寫的數值

天氣預報及天氣動力教科書中可取得，球座標方程

式中，半徑之表示為 r，但為滿足淺層大氣的假設，

r便會帶入地球半徑 a。此外再帶入(2.4)及(2.5)式，

球座標下之非靜力系統方程式則可直接轉換為

sigma-p座標系統方程式： 

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡
= −𝑚2

𝑢∗

𝑎

𝜕𝑢∗

𝜕𝜆
−

𝑣∗

𝑎

𝜕𝑢∗

𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕𝑢∗

𝜕𝜁
− 𝑅𝑇

𝜕𝑙𝑛𝑝

𝑎𝜕𝜆

− 𝑝𝑔
𝑇

�̅�

𝜕𝑟

𝑎𝜕𝜆

𝜕𝜁

𝜕𝑝

𝜕𝑙𝑛𝑝

𝜕𝜁
+ 𝑓𝑠𝑣

∗ + 𝐹𝑢 

(2.6) 

𝜕𝑣∗

𝜕𝑡
= −𝑚2

𝑢∗

𝑎

𝜕𝑣∗

𝜕𝜆
−

𝑣∗

𝑎

𝜕𝑣∗

𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕𝑣∗

𝜕𝜁
− 𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑅𝑇

𝜕𝑙𝑛𝑝

𝑎𝜕𝜇

− 𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑝𝑔
𝑇

�̅�

𝜕𝑟

𝑎𝜕𝜇

𝜕𝜁

𝜕𝑝

𝜕𝑙𝑛𝑝

𝜕𝜁
− 𝑓𝑠𝑢

∗

− 𝑚2
𝑢∗2 + 𝑣∗2

𝑎
𝑠𝑖𝑛 𝜙 + 𝐹𝑣  

(2.7) 

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= −𝑚2

𝑢∗

𝑎

𝜕𝑤

𝜕𝜆
−

𝑣∗

𝑎

𝜕𝑤

𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕𝑤

𝜕𝜁
+ 𝑝𝑔

𝑇

�̅�

𝜕𝜁

𝜕𝑝

𝜕𝑙𝑛𝑝

𝜕𝜁
− 𝑔

+ 𝐹𝑤 

(2.8) 

𝜕

𝜕𝑡
(
𝜕𝑝

𝜕𝜁
) + 𝑚2

1

𝑎

𝜕

𝜕𝜆
(𝑢∗

𝜕𝑝

𝜕𝜁
) +

1

𝑎

𝜕

𝜕𝜇
(𝑣∗

𝜕𝑝

𝜕𝜁
)

+
𝜕

𝜕𝜁
(𝜁̇

𝜕𝑝

𝜕𝜁
) = 0 

(2.9) 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −𝑚2𝑢∗

𝜕𝑇

𝑎𝜕𝜆
− 𝑣∗

𝜕𝑇

𝑎𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕𝑇

𝜕𝜁
+ 𝑘𝑇

𝑑𝑙𝑛𝑝

𝑑𝑡
+

𝐹𝑇

𝐶𝑝

 (2.10) 

𝜕�̅�

𝜕𝑡
= −𝑚2𝑢∗

𝜕�̅�

𝑎𝜕𝜆
− 𝑣∗

𝜕�̅�

𝑎𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁
+

𝑘�̅�

�̅�

𝑑�̅�

𝑑𝑡
 (2.11) 

以上方程式當中，𝑢∗、𝑣∗與𝑤分別為緯向、經向及垂直

風速，𝑓為科氏力，m為投影係數(2.13)式，𝐹𝑢、𝐹𝑣 、

𝐹𝑤以及𝐹𝑇為次網格尺度或是模是物理之強迫項。其他

對應之符號表示如下： 

𝑘 =
𝑅

𝐶𝑝

     (2.12) 

𝑚2 =
1

𝑐𝑜𝑠2 𝜙
 (2.13) 

前述中之方程式，由於參考了 Juang(2000)的動

力架構，方程式中我們將氣壓與溫度變數分出了靜

力的部分以及完全場的部分，於是我們將變數符號𝑝

定義為靜力氣壓，𝑝為完全氣壓，其差異在於完全氣

壓包含的非靜力的氣壓擾動貢獻量𝑝′，相同的對於溫

度𝑇亦是相同的定義方式，而熱力方程式也因此多出

了靜力下的熱力方程式(2.11)。 

三、垂直分解式 

本章節主要之目的為，將方程式中垂直梯度項

次進行差分形式之改寫，且此過程必須遵守能量守

恆之原則，確保改寫為差分形式後，其運算後的結

果與微分形式之結果相同。在公式推導的過程中，

勢必需要地面氣壓趨勢方程，故可由連續方程式

(2.9)進行差分式之改寫，得到之地面氣壓趨勢方程

式為： 

𝜕𝑝
𝑠

𝜕𝑡
= −∑∆𝐵𝑖 [𝑚

2𝑢∗
𝜕𝑝

𝑠

𝑎𝜕𝜆
+ 𝑣∗

𝜕𝑝
𝑠

𝑎𝜕𝜇
]
𝑖

𝐾

𝑖=1

− ∑(∆𝐴 + ∆𝐵𝑝
𝑠)𝑖

𝐷𝑖

𝐾

𝑖=1

 

(3.1) 

當中 𝐷 = 𝑚2 𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜆
+

𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜇
。由於在模式中，變數場所在

的位置皆是在模式層(Layers)上，但對於氣壓、垂直

速度及重力位等變數其所在的位置是在模式介面層

(Levels)上，故接下來必須得找出模式層與模式介面

層間的關係式，並將角動量的形式進行改寫，其中

下標 T代表著大氣層頂的狀態，而 S代表地面，而

方程式行式轉換之過程中，可得到： 

∑[(�̂�𝑖
− �̂�

𝑖+1) (𝑅𝑇
𝜕𝑙𝑛𝑝

𝜕𝜆
)

𝑖
− Φi (

𝜕�̂�𝑖

𝜕𝜆
−

𝜕�̂�𝑖+1

𝜕𝜆
)]

𝐾

𝑖=1

 

= −(Φ
𝜕𝑝

𝜕𝜆
)

T
+ (Φ

𝜕𝑝

𝜕𝜆
)

s
 

(3.2) 
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由方程式(3.2)中可看到，變數上方有標示^則是屬於

在模式介面層的變數，沒有^符號的變數則是屬於在

模式層上之變數，而模式介面層與層式層上的變數

以及定義可參考圖 1所示。而方程式(3.2)中仍有屬

於在模式介面層上之變數，於是我們得進一步將之

以模式層上之變數表示之，於是便假設關係式為

𝛁𝒍𝒏𝒑𝒊 =
𝝏𝒍𝒏𝒑𝒊

𝝏�̂�𝒊+𝟏
𝛁�̂�𝒊+𝟏 +

𝝏𝒍𝒏𝒑𝒊

𝝏�̂�𝒊
𝛁�̂�𝒊，並將之帶入(3.2)中

求解，得到： 

∑[(Φi + (�̂�𝑖
− �̂�

𝑖+1)(𝑅𝑇)𝑖

𝜕𝑙𝑛𝑝𝑖

𝜕�̂�𝑖+1

)
𝜕�̂�𝑖+1

𝜕𝜆

𝐾

𝑖=1

+ (−Φi + (�̂�𝑖
− �̂�

𝑖+1)(𝑅𝑇)𝑖

𝜕𝑙𝑛𝑝𝑖

𝜕�̂�𝑖

)
𝜕�̂�𝑖

𝜕𝜆
]

= −(Φ
𝜕𝑝

𝜕𝜆
)

T
+ (Φ

𝜕𝑝

𝜕𝜆
)

s
 

(3.3) 

將(3.3)式由 k=1,K逐層展開，並加以觀察，便可定

義以下條件來滿足(3.3)式： 

[(𝑅𝑇)𝑘+1(�̂�𝑘+1
− �̂�

𝑘+2
)
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘+1

𝜕�̂�𝑘+1
− Φ𝑘+1] 

+[(𝑅𝑇)𝑘(�̂�𝑘
− �̂�

𝑘+1
)
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘+1
+ Φ𝑘] = 0 

(3.4) 

由 k=1,K-1，得到： 

(𝑅𝑇)𝐾(�̂�
𝐾

− �̂�
𝐾+1

)
𝜕𝑙𝑛𝑝𝐾

𝜕�̂�𝐾+1
+ Φ𝐾 = Φ𝑠  (3.5) 

(𝑅𝑇)1(�̂�1
− �̂�

2
)
𝜕𝑙𝑛𝑝1

𝜕�̂�1
− Φ1 = −Φ𝑇  (3.6) 

於是可以得到模式層與介面層之間的靜力關係式： 

𝛷𝑘 − �̂�𝑘 = (𝑅𝑇)𝑘(�̂�
𝑘

− �̂�
𝑘+1

)
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘
 (3.7) 

�̂�𝑘+1 − 𝛷𝑘 = (𝑅𝑇)𝑘(�̂�
𝑘

− �̂�
𝑘+1

)
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘+1
 (3.8) 

得到(3.7)及(3.8)靜力關係式後，便可進一步利用水平

動量守恆之過程得到靜力氣壓的趨勢方程，並找到

垂直分解式的方法，由水平方向動量守恆開始進行

方程式形態之轉換，便可得到一組改寫為差分形式

之靜力氣壓趨勢方程式，再將模式介面層上的靜力

關係式(3.7)和(3.8)帶入，並且遵循以下垂直分解之原

則： 

(
𝑅�̅�

�̅�

𝜕𝑝

𝜕𝜁
)

𝑘

= (
𝑅T

𝑝
)

𝑘

�̂̅�𝑘 − �̂̅�𝑘+1

∆𝜁𝑘

 (3.9) 

在 k=1,K的範圍中，可以得到： 

(
𝑑�̅�

𝑑𝑡
)

𝑘
= 𝑝𝑘 [

𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘+1

𝜕�̂�
𝑘+1

𝜕𝑡
+

𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘

𝜕�̂�
𝑘

𝜕𝑡
]

+ (m2𝑢∗
𝜕�̅�

𝑎𝜕𝜆
+ 𝑣∗

𝜕�̅�

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘

+ 𝑝𝑘 [
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘+1

(𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1

+
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘

(𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

] 

(3.10) 

觀察(3.10).式中的形式，我們可以發現，位於模式層

位於 k之數值之計算，其與上下兩層模式介面層 k

及 k+1有直接的關係，故在此給定一個簡單的假

設： 

𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘+1

=
𝜕𝑙𝑛𝑝𝑘

𝜕�̂�𝑘

=
1

2𝑝𝑘

 (3.11) 

並將(3.11)式帶入先前的假設關係式𝛁𝒍𝒏𝒑𝒊 =

𝝏𝒍𝒏𝒑𝒊

𝝏�̂�𝒊+𝟏
𝛁�̂�𝒊+𝟏 +

𝝏𝒍𝒏𝒑𝒊

𝝏�̂�𝒊
𝛁�̂�𝒊中，便可得到一個模式層與模

式介面層之關係： 

𝑝𝑘 =
�̂�𝑘+1 + �̂�𝑘

2
 (3.12) 

上式為全部氣壓的模式層與模式介面層之相關性，

若針對靜力下的壓力進行同樣的計算，我們亦會得

到同樣的結果。在 k=1,K的範圍中，將上式(3.12)帶

入靜力關係式中(3.7)以及(3.8)中，並將兩式相加後得

到 k=K,k重力位高度之方程式： 

Φ̂𝑘 = Φ𝑠 + 2 ∑(𝑅�̅�)𝑖

�̂̅�𝑖+1 − �̂̅�𝑖

�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖

𝑘

𝑖=𝐾

 (3.13) 

以上式子便可求得重力位高度之分布，進一步可用

於後續計算重力位高度水平梯度之部分。最終在計

算靜力氣壓方程式之部分，將(3.11)及(3.12)帶入

(3.10)中，便可得到其最終之形式： 

(
𝑑�̅�

𝑑𝑡
)

𝑘
=

1

2
(�̂�𝑘

+ �̂�𝑘+1) [−∑∆𝐵𝑖 (𝑚2𝑢∗
𝜕𝑝

𝑠

𝑎𝜕𝜆
+ 𝑣∗

𝜕𝑝
𝑠

𝑎𝜕𝜇
)

𝑖

𝐾

𝑖=1

− ∑(�̂̅�0𝑖 − �̂̅�0𝑖+1)𝐷𝑖

𝐾

𝑖=1

+ (𝑚2𝑢∗
𝜕𝑝

𝑠

𝑎𝜕𝜆
+ 𝑣∗

𝜕𝑝
𝑠

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘

]

+
1

2
[(𝜁̇

𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

+ (𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1

] 

(3.14) 

由上述之過程，已求得模式層與模式介面層間的關

係以及重力位高度方程，亦得到靜力氣壓之趨勢，

但為了能利用擾動法算出非靜力效應，得再求出完

全氣壓之趨勢，故得再由三維動量守恆方程式著

手，並利用推導靜力氣壓趨勢方程同樣的方法，針

對三維動量方程式進行方程式形態之轉換，進而求
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得完全氣壓趨勢方程式，並進一步套用模式層與模

式介面層之關係(3.12)及重力位高度方程(3.13)至其

中，加以改寫後便得到所謂的完全氣壓趨勢方程： 

(
𝑑𝑙𝑛𝑝

𝑑𝑡
)

𝑘
= −

𝐶𝑝

𝐶𝑣
[(𝑚2 𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜆
+

𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘
−

�̅̂�𝑘+�̅̂�𝑘+1

2(𝑅�̅�)𝑘(�̅̂�𝑘−�̅̂�𝑘+1)
[𝑚2 𝑢𝑘

∗−𝑢𝑘−1
∗

2

𝜕�̂�𝑘

𝑎𝜕𝜆
+

𝑣𝑘
∗−𝑣𝑘−1

∗

2

𝜕�̂�𝑘

𝑎𝜕𝜇
− 𝑚2 𝑢𝑘

∗−𝑢𝑘+1
∗

2

𝜕�̂�𝑘+1

𝑎𝜕𝜆
−

𝑣𝑘
∗−𝑣𝑘+1

∗

2

𝜕�̂�𝑘+1

𝑎𝜕𝜇
+ 𝑔(�̂�𝑘 − �̂�𝑘+1)]] +

1

2
[(𝜁̇

𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘
+ (𝜁̇

𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1
]  

(3.15) 

由前述之結果，已得到靜力座標下的氣壓方程式以

及完整氣壓方程式之垂直差分式，同時於熱力方程

式中亦含有氣壓方程式之貢獻項，因此藉由(2.10)及

(2.11)的結果，帶入熱力方程式中完成熱力方程式垂

直分解式的改寫，其中先由靜力氣壓方程式(3.14) 

帶入靜力熱力方程式(2.11)後得到： 

𝜕�̅�𝑘

𝜕𝑡
= −𝑚2𝑢∗

𝜕�̅�𝑘

𝑎𝜕𝜆
− 𝑣∗

𝜕�̅�𝑘

𝑎𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕�̅�𝑘

𝜕𝜁

−
(𝑘�̅�)𝑘

�̂̅�𝑘 + �̂̅�𝑘+1

[(�̂�𝑘

+ �̂�𝑘+1) [∑∆�̂�𝑖 (𝑚2𝑢∗
𝜕𝑝

𝑠

𝑎𝜕𝜆
+ 𝑣∗

𝜕𝑝
𝑠

𝑎𝜕𝜇
)

𝑖

𝐾

𝑖=1

+ ∑(�̂̅�𝑖 − �̂̅�𝑖+1)𝐷𝑖

𝐾

𝑖=1

− (𝑚2𝑢∗
𝜕𝑝

𝑠

𝑎𝜕𝜆
+ 𝑣∗

𝜕𝑝
𝑠

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘

]

− (𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

− (𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1

] 

(3.16) 

再將完全氣壓方程式(3.15)帶入完全熱力方程式(2.10)

後得到： 

𝜕𝑇𝑘

𝜕𝑡
= −𝑚2𝑢∗

𝜕𝑇𝑘

𝑎𝜕𝜆
− 𝑣∗

𝜕𝑇𝑘

𝑎𝜕𝜇
− 𝜁̇

𝜕𝑇𝑘

𝜕𝜁

− (𝑘𝑇)𝑘

𝐶𝑝

𝐶𝑣

[(𝑚2
𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜆
+

𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘

−
�̂̅�𝑘 + �̂̅�𝑘+1

2(𝑅�̅�)𝑘(�̂̅�𝑘 − �̂̅�𝑘+1)
[𝑚2

𝑢𝑘
∗ − 𝑢𝑘−1

∗

2

𝜕Φ̂𝑘

𝑎𝜕𝜆

+
𝑣𝑘

∗ − 𝑣𝑘−1
∗

2

𝜕Φ̂𝑘

𝑎𝜕𝜇
+ 𝑚2

𝑢𝑘+1
∗ − 𝑢𝑘

∗

2

𝜕Φ̂𝑘+1

𝑎𝜕𝜆

+
𝑣𝑘+1

∗ − 𝑣𝑘
∗

2

𝜕Φ̂𝑘+1

𝑎𝜕𝜇
+ 𝑔(�̂�𝑘 − �̂�𝑘+1)]] 

(3.17) 

由垂直分解式的過程，已分別得到完全氣壓、靜力

氣壓、完全氣溫及靜力氣溫的趨勢方程的垂直分解

方法，以保持其原有方程式之特性，並進一步進行

後續擾動分離法之過程。 

四、垂直通量 

前一章節中已找到方程式符合能量守恆的垂直

差分方法，且找到模式層與模式介面層之關係，並

進一步推導出壓力趨勢方程與熱力方程，但該方程

式中仍有垂直通量項目尚須進行求解的動作，唯有

完成此步驟，趨勢方程才能得以求得未來時間之變

數場分布。垂直通量的求解，便由垂直運動方程進

行求解，首先得將垂直運動方程(2.8)由模式層改寫

至模式介面層上，得到： 

�̂� =
1

𝑔
(
𝜕Φ̂

𝜕𝑡
+ 𝑉𝐻 ∙ ∇𝐻Φ̂ −

𝑅�̅�

�̅�
𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
) (4.1) 

同時並將先前求得之重力位高度方程(3.13)對時間偏

微分並帶入(4.1)式中，求解得到範圍 k=1,K+1，垂直

通量的計算式： 

𝑅

𝑔
(
�̅�𝑘−1 + �̅�𝑘

2�̂̅�𝑘

−
�̅�𝑘−1 − �̅�𝑘

�̂̅�𝑘+1 + �̂̅�𝑘

−
2(𝑘�̅�)𝑘(�̂̅�𝑘+1 − �̂̅�𝑘)

(�̂̅�𝑘+1 + �̂̅�𝑘)
2

)(𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

 

= 𝐻𝑘 − �̂�𝑘

+
𝑅

𝑔
∑(

�̅�𝑖−1 − �̅�𝑖

�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖

+
2(𝑘�̅�)𝑖(�̂̅�𝑖+1 − �̂̅�𝑖)

(�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖)
2

)(𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑖

𝑘+1

𝑖=𝐾

+
𝑅

𝑔
∑(

�̅�𝑖 − �̅�𝑖+1

�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖

𝑘

𝑖=𝐾

+
2(𝑘�̅�)𝑖(�̂̅�𝑖+1 − �̂̅�𝑖)

(�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖)
2

)(𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑖+1

 

(4.2) 

其中𝐻𝑘之定義為： 

𝐻𝑘 =
2

𝑔
∑[𝑅

�̂̅�𝑖+1 − �̂̅�𝑖

�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖

(
𝜕�̅�

𝜕𝑡
)

𝑖

ℎ𝑘

𝑖=𝐾

+ 2
(𝑅�̅�)𝑖

(�̂̅�𝑖+1 + �̂̅�𝑖)
2
[�̂̅�𝑖+1

𝜕�̂�
𝑖

𝜕𝑡
− �̂̅�𝑖

𝜕�̂�
𝑖+1

𝜕𝑡
]]

+
1

𝑔
(𝑉𝐻 ∙ ∇𝐻Φ̂ )

𝑘
 

(4.3) 

(4.3)式中，(
𝜕�̅�

𝜕𝑡
)
𝑖

ℎ

之定義為捨去(3.16)式中含有𝜁̇之項

次。另定義大氣層頂與大氣層底之邊界條件為： 

(𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

1

= (𝜁̇
𝜕𝑝

𝜕𝜁

̂
)

𝐾+1

= 0   (4.4) 
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透過以上之方程式及定義，便可逐一由 k=K（次地

表層）逐層求解至 k=2（次頂層）之垂直通量。 

五、擾動法 

參考 Juang(2000)針對 NCEP MSM所採用的擾

動法，將模式動力架構系統中，加入非靜力效應，

針對的變數僅有氣壓 lnp以及溫度 T，其定義為： 

𝑇′ = 𝑇 − �̅� (5.1a) 

ln𝑝′ = 𝑙𝑛𝑝 − 𝑙𝑛�̅� (5.1b) 

依照上述定義，便可以針對氣壓與溫度之方程式進

行改寫，進而列出非靜力的氣壓與溫度趨勢方程

式。要找出非靜力氣壓趨勢方程式，首先將(5.1b)之

定義帶入(3.15)中： 

(
𝜕𝑙𝑛𝑝′

𝜕𝑡
)

𝑘
= −𝑚2𝑢∗

𝑘 (
𝜕𝑙𝑛𝑝′

𝑎𝜕𝜆
)

𝑘
− 𝑣∗

𝑘 (
𝜕𝑙𝑛𝑝′

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘
−

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)

[
 
 
 
 (𝑙𝑛𝑝′

𝑘−1
− 𝑙𝑛𝑝′

𝑘) (𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

+(𝑙𝑛𝑝′
𝑘

− 𝑙𝑛𝑝′
𝑘+1) (𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1]
 
 
 
 

−

𝐶𝑝

𝐶𝑣
[(𝑚2 𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜆
+

𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘
−

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1

2(𝑅�̅�)𝑘(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)
[𝑚2 𝑢𝑘

∗−𝑢𝑘−1
∗

2

𝜕�̂�𝑘

𝑎𝜕𝜆
+

𝑚2 𝑢𝑘+1
∗ −𝑢𝑘

∗

2

𝜕�̂�𝑘+1

𝑎𝜕𝜆
+

𝑣𝑘
∗−𝑣𝑘−1

∗

2

𝜕�̂�𝑘

𝑎𝜕𝜇
+

𝑣𝑘+1
∗ −𝑣𝑘

∗

2

𝜕�̂�𝑘+1

𝑎𝜕𝜇
+

𝑔(�̂�𝑘 − �̂�𝑘+1)]] −
2

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1
(

𝑑�̅�

𝑑𝑡
)

𝑘,
    

(5.2) 

找出非靜力溫度趨勢方程式，需將(5.1a)之定義以及

(3.16)帶入(3.17)得到： 

(
𝜕𝑇′

𝜕𝑡
)
𝑘

= [−𝑚2𝑢∗ 𝜕(𝑇′)

𝑎𝜕𝜆
− 𝑣∗ 𝜕(𝑇′)

𝑎𝜕𝜇
]
𝑘

−

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)

[
 
 
 
 (𝑇′

𝑘−1 − 𝑇′
𝑘) (𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)
𝑘

+(𝑇′
𝑘 − 𝑇′

𝑘+1) (𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)
𝑘+1]

 
 
 
 

−

𝑅

𝐶𝑣

(�̅� + 𝑇′)𝑘 [(𝑚2 𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜆
+

𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜇
)
𝑘

−

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1

2(𝑅�̅�)𝑘(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)
[𝑚2 𝑢𝑘

∗−𝑢𝑘−1
∗

2

𝜕�̂�𝑘

𝑎𝜕𝜆
+

𝑣𝑘
∗−𝑣𝑘−1

∗

2

𝜕�̂�𝑘

𝑎𝜕𝜇
+

𝑚2 𝑢𝑘+1
∗ −𝑢𝑘

∗

2

𝜕�̂�𝑘+1

𝑎𝜕𝜆
+

𝑣𝑘+1
∗ −𝑣𝑘

∗

2

𝜕�̂�𝑘+1

𝑎𝜕𝜇
+ 𝑔(�̂�𝑘 −

�̂�𝑘+1)]] +
𝐹𝑇

𝐶𝑝
−

2(𝑘�̅�)𝑘

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1
(
𝑑�̅�

𝑑𝑡
)
𝑘
    

(5.3) 

  

(
𝜕�̅�

𝜕𝑡
)
𝑘

= [−𝑚2𝑢∗ 𝜕�̅�

𝑎𝜕𝜆
− 𝑣∗ 𝜕�̅�

𝑎𝜕𝜇
]
𝑘

−

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)

[
 
 
 
 (�̅�𝑘−1 − �̅�𝑘) (𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)
𝑘

+(�̅�𝑘 − �̅�𝑘+1) (𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)
𝑘+1]

 
 
 
 

+

2(𝑘�̅�)𝑘

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1
(
𝑑�̅�

𝑑𝑡
)
𝑘
    

(5.4) 

除此之外，三維動量方程式有關於氣壓與溫度變數

之部分亦需進行擾動法以及垂直分解之動作，因此

最終之三維動量方程式便可寫為： 

(
𝜕𝑢∗

𝜕𝑡
)

𝑘
= −𝑚2𝑢∗

𝑘 (
𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜆
)

𝑘
− 𝑣∗

𝑘 (
𝜕𝑢∗

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘
−

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)

[
 
 
 
 (𝑢∗

𝑘−1 − 𝑢∗
𝑘) (𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

+(𝑢∗
𝑘 − 𝑢∗

𝑘+1) (𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1]
 
 
 
 

− 𝑅(�̅� +

𝑇′)𝑘 [
�̂�𝑘+�̂�𝑘+1

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1

𝜕𝑝𝑠

𝑎𝜕𝜆
+ (

𝜕𝑙𝑛𝑝′

𝑎𝜕𝜆
)

𝑘
] −

1

2
(1 +

𝑇′

�̅�
)

𝑘
(

𝜕Φ̂𝑘

𝑎𝜕𝜆
+

𝜕Φ̂𝑘+1

𝑎𝜕𝜆
) [1 +

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)
(

(𝑙𝑛𝑝′
𝑘−1

− 𝑙𝑛𝑝′
𝑘)�̂̅�𝑘

+(𝑙𝑛𝑝′
𝑘

− 𝑙𝑛𝑝′
𝑘+1)�̂̅�𝑘+1

)] +

𝑓𝑠𝑣
∗
𝑘 + 𝐹𝑢   

(5.5) 

  

(
𝜕𝑣∗

𝜕𝑡
)

𝑘
= −𝑚2𝑢∗

𝑘 (
𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜆
)

𝑘
− 𝑣∗

𝑘 (
𝜕𝑣∗

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘
−

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)

[
 
 
 
 (𝑣∗

𝑘−1 − 𝑣∗
𝑘) (𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑘

+(𝑣∗
𝑘 − 𝑣∗

𝑘+1) (𝜁̇
𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)

𝑘+1]
 
 
 
 

−

𝑐𝑜𝑠2 𝜙 𝑅(�̅� + 𝑇′)𝑘 [
�̂�𝑘+�̂�𝑘+1

�̂̅�𝑘+�̂̅�𝑘+1

𝜕𝑝𝑠

𝑎𝜕𝜇
+ (

𝜕𝑙𝑛𝑝′

𝑎𝜕𝜇
)

𝑘
] −

𝑐𝑜𝑠2 𝜙 (1 +
𝑇′

�̅�
)

𝑘

1

2
(

𝜕Φ̂𝑘

𝑎𝜕𝜇
+

𝜕Φ̂𝑘+1

𝑎𝜕𝜇
) [1 +

1

2(�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1)
(

(𝑙𝑛𝑝′
𝑘−1

− 𝑙𝑛𝑝′
𝑘)�̂̅�𝑘

+(𝑙𝑛𝑝′
𝑘
− 𝑙𝑛𝑝′

𝑘+1)�̂̅�𝑘+1

)] − 𝑓𝑠𝑢
∗
𝑘 −

𝑚2 𝑢∗2
𝑘+𝑣∗2

𝑘

𝑎
𝑠𝑖𝑛𝜙 +𝐹𝑣     

(5.6) 

  

(
𝜕�̂�

𝜕𝑡
)
𝑘

= −𝑚2 𝑢∗
𝑘+𝑢∗

𝑘−1

2
(

𝜕�̂�

𝑎𝜕𝜆
)
𝑘

−
𝑣∗

𝑘+𝑣∗
𝑘−1

2
(

𝜕�̂�

𝑎𝜕𝜇
)
𝑘
  

−
1

2
(𝜁̇

𝜕�̅�

𝜕𝜁

̂
)
𝑘
(
�̂�𝑘−1−�̂�𝑘

�̂̅�𝑘−1−�̂̅�𝑘
+

�̂�𝑘−�̂�𝑘+1

�̂̅�𝑘−�̂̅�𝑘+1
) + 𝑔 (1 +

𝑇′
𝑘−1+𝑇′

𝑘

�̅�𝑘−1+�̅�𝑘
)(1 + 2�̂̅�𝑘 (

𝑙𝑛𝑝′
𝑘−1−𝑙𝑛𝑝′

𝑘

�̂̅�𝑘−1−�̂̅�𝑘+1
)) − 𝑔 + 𝐹𝑤  

(5.7) 
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k=1,K+1的範圍內，k=1及 k=K+1為邊界條件，雙

頂線代表大氣層頂，雙底線代表地面。項次中若有

超出此範圍之變數數值，該項之數值便定義為 0。以

上(5.5)、(5.6)、(5.7)、(5.4)、(5.3)、(3.14)以及(5.2)

便是所有經過垂直差分改寫及擾動法分離後的控制

方程式，其垂直通量部分邊界條件如(4.4)式所示。 

六、結果與討論 

經過上述繁複的公式推導過程，文中的控制方

程式在水平系統上採球面座標，而垂直上則是運用

通用座標系統，雖然本文是以 Juang(2000)應用於

NCEP MSM所發展的動力架構為發展基礎，但於

CWB GFS之垂直座標系統為 sigma-p，並非 NCEP 

MSM的 sigma系統，故在垂直座標系統上，兩者有

些許差異存在。 

本文中所推導的非靜力動力方程式為淺層大氣

架構，其方程式亦滿足了角動量守恆、動量守恆、

熱力學守恆以及位勢能守恆等條件。同時，透過角

動量守恆以及動量守恆的過程，找到了模式層與模

式介面層之間的轉換關係，而在垂直層內插比例

上，本文採用上下兩層數值的平均值來內插至中間

層，其做法上與現行 CWB GFS所採用 Philips(1974)

的垂直差分法有所不同，其影響程度仍需要後續進

行評估。此外在垂直通量的計算上採取了沒有假設

的作法，直接由垂直速度的定義來反求，隨然沒有

假設的作法較能反映實際狀況，但相對的可能造成

較不穩定的積分結果，當然亦得視測試之結果再決

定最終垂直通量的計算方法。 

擾動法的運用，有助於我們將所謂的非靜力效應與

靜力效應區隔開，此方法有利於將模式設計為可以

選擇採用靜力或是非靜力之過程，進而可以以靜力

之架構來進行測試，以確保此靜力架構與目前之

CWB GFS有相近的結果，亦有利於在動力架構發展

過程中排除問題，待確認架構無誤之後，便進一步

切換至非靜力模式，便可與靜力之結果進行比較，

以利於後續對於非靜力動力架構系統進行評估，並

確認與現行作業系統能有一致性的表現以及對非靜

力效應的凸顯。 

 

圖 1、模式之垂直分層結構，顯示模式中模式介

面層與模式層間之關係。整數數字表示模式介面

層或是模式層之層數。變數上方有^符號代表位於

模式介面層之變數，沒有^符號之變數則是位於模

式層上。 
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